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1 INTRODUÇÃO 
Nos últimos 5 anos meu trabalho tem sido acompanhar crianças e jovens no 
estudo da matemática, individualmente ou em grupos. Nestas aulas de reforço ou 
acompanhamento lido com pessoas para as quais o ensino da escola regular não 
atingiu seus objetivos, estando elas á. margem de todo um processo de aprendizagem. 
Neste trabalho procuramos, o aluno e eu, preencher lacunas, esclarecer detalhes e 
criar alternativas de  compreensão dos conteúdos, para que surja uma nova postura 
intelectual e emocional ante suas concepções sobre  matemática, buscando sua 
reintegração ao processo de ensino-aprendizagem. 
Minhas reflexões sobre este trabalho seguiram inicialmente por dois caminhos: 
procurar a causa destas dificuldades e como solucioná-las. Pareceu que 
compreendendo as causas eu teria de imediato as soluções. Dois enganos: tão dificil 
é compreender as causas quanto apresentar-lhes soluções. 
As causas das dificuldades são muitas e de origens diferentes, e tenho certeza que 
pouco sei sobre isto. Vejo questões que vão desde a estrutura escolar e a que ela se 
propõe, em qual contexto social  está inserida, o que buscam as pessoas na escola e no 
estudo, como são ensinados os conteúdos, qual o uso que se fará deles, em que grau 
estes conteúdos estão relacionados com o cotidiano das pessoas, ate como as pessoas 
aprendem, como e quais relações estabelecem, quais seus sentimentos em relação aos 
conteúdos e em relação à forma como são apresentados. 
0 que fazer então num trabalho de reforço e acompanhamento? Primeiro ficou 
claro que uma das minhas tarefas era dar suporte para que o aluno acompanhasse de 
forma satisfatória os estudos escolares, cada qual com um professor diferente, com 
9 
didáticas diferentes. Mesmo assim, lidava com dificuldades próprias de cada um. 
Conclui que somente percorrendo o mesmo processo que o aluno, colocando-me em 
seu lugar, poderia compreender em qual momento e de que forma atuar. Resultado: 
fazer perguntas ao invés de responder, induzir o raciocínio através de diferentes 
exemplos, testar, experimentar, usar os erros e suas explicações para compreender 
seu raciocínio, organizar os pensamentos, enfim, estar ao seu lado. 
Ensinando, aprendendo, estudando e refletindo, comecei a compreender que nos 
situamos, em nosso cotidiano, a meio caminho entre o indivíduo e a coletividade. 
Somos um ser único, com nossos pensamentos, reflexões, sentimentos, com nossa 
constituição fisica. Somos um ser coletivo, social, com linguagem,  família, escola, 
trabalho. Somos, a cada dia, o próprio ir e vir entre estes dois elementos — individuo 
e coletividade — e por isso somos Humanos. 
Com esta postura muitas vezes surgiram perguntas para as quais eu não sabia a 
resposta, e para muitas das quais ainda  não sei. Algumas delas nem percebidas pelo 
aluno, e cujas respostas não deveriam ser necessariamente dadas a ele. Sao  questões 
que, se claras para mim, facilitariam meu trabalho de "investigação" do  raciocínio do 
aluno. 
Algumas dessas respostas is perguntas que me faço quando ensino frações 
constituem este trabalho de  conclusão de curso. 
Por que as operações com frações, de maneira geral, mesmo entre os estudantes, 
são tão dificeis de serem lembradas? Será que o conceito de fração e seus 
significados foram realmente compreendidos? Esta é uma questão muito abrangente. 
As dificuldades podem estar realmente na falta de 
 compreensão dos conteúdos e 
procedimentos operacionais. Outro fator que pode contribuir para estas dificuldades é 
o fato de que, através dos sistemas de medida e do sistema monetário, os números 
decimais são muito mais usados que os números fracionários. Mas, se o conceito de 
fração não foi realmente compreendido, teria sido o de números decimais? 
De qualquer modo, em minhas aulas continuo ensinando frações e suas operações 
para alguns alunos e relembrando para outros. Por isso me perguntei o que eu 
realmente sabia sobre frações, e se isto era suficiente para  ensiná-las. Somou-se a isto 
outra preocupação mais antiga, a da formação dos professores de l a A. 4a séries do 
Ensino Fundamental, 
 responsáveis pela base do conhecimento 
 matemático dos 
alunos. A formação destes professores, a cargo dos cursos de pedagogia, merecem 
atenção especial dos professores de 
 matemática. 
0 estudo de frações pode ser considerado, não um estudo complexo, mas 
diversificado, pois compreende a divisão de números naturais, o sistema decimal, as 
frações com seus vários significados, os quais não aparecem no estudo formal dos 
números racionais, as razões e proporções, os números racionais. 
Estudei, então, sob a orientação da Professora Eliana, os números racionais, as 
diversas situações que representam, sua construção a partir dos naturais, 
relacionando estes conteúdos com os conceitos e modos de ensinar que eu mesma já 
usava e com o que trazem os livros didáticos do Ensino Fundamental. Estudei, 
também, mas não como foco deste trabalho, a construção dos números reais. O 
estudo destes conteúdos teve como objetivo principal a minha formação de 
professora e, portanto, a construção dos conceitos, a compreensão dos procedimentos 
e das funções de frações, para o qual foi de fundamental importância a leitura de 
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Números Racionais e Reais — As concepções dos Alunos e a Formação do Professor, 
de Eliana Farias e Soares, Maria Cristina Costa Ferreira e Plinio Cavalcanti Moreira. 
A apresentação deste trabalho não segue a mesma trajetória do meu estudo, pois 
para responder minhas perguntas percorri, no sentido inverso, a construção dos 
conceitos. Por exemplo, para entender o conceito de fração foi necessário 
compreender melhor os conceitos e aspectos da divisão nos números naturais, que 
aqui apresento primeiro com o objetivo de refazer este processo de construção. 
Espero que a compreensão destas questões possa contribuir para a formação do 
professor, não se constituindo como uma proposta didática a ser aplicada aos alunos 
do Ensino Fundamental. 
2 NiTMEROS NATIJRAIS 
2.1 Algumas considerações 
Os números naturais são usados para contar — quantas pessoas, quantos objetos, 
quanto tempo, quantos passos — e comparar — com 3 balas e 5 crianças, hi balas para 
todos? — e para ordenar. 1 
Ao meu ver, a idéia central em contar, comparar e ordenar esta na unidade: 3 
bananas tem como ponto de partida 1 banana, ou seja, o indivíduo banana. No 
dicionário Aurélio (1971,p.254) temos: "indivíduo - subst. qualquer corpo ou ser que 
constitui um todo distinto em relação à espécie que pertence; adj. que não se divide, 
indiviso". Contar 3 bananas significa ter 1 
 indivíduo banana, mais 1 indivíduo 
banana e mais outro indivíduo banana. 
Mas é importante atentar para a qualidade desta unidade, deste 
 indivíduo. Tres 
bananas exatamente iguais ou com diferenças quanto à cor, forma ou tamanho, 
continuam sendo três bananas e assim serão consideradas para efeito das operações. 
Seri que esta consideração também é feita pelas crianças, ou mesmo pelos jovens 
e adultos menos familiarizados com a idéia de número que nós? Seri que tendo-se 2 
bananas boas e 1 banana podre, continuamos a ter 3 bananas? Na distribuição de 3 
bananas, 2 médias e 1 grande, para 3 crianças, há justiça? 
Pesquisando nos livros 
 didáticos de l a à 6a series do Ensino Fundamental, percebi 
que o ensino dos números naturais está baseado, em geral, em contar e operar com 
unidades idênticas: fichas, frutas, flores, com diversas quantidades representadas pela 
repetição de um mesmo desenho. Quando trabalhamos unidades idênticas, a 
1 Sobre a construção da estrutura mental de número é interessante ler KAMIT, Constance; 




qualidade da unidade nem é percebida, pois as possíveis diferenças foram 
desconsideradas já na concepção destas unidades. Sera que o mundo real é sempre 
assim? Claro que não. E, portanto, estamos fazendo e ensinando uma matemática 
 
desvinculada da realidade. 
Outras poucas vezes, aparecem nos livros didáticos unidades não idênticas, que se 
agrupam (podem ser contadas ou sobre as quais se opera) levando em consideração 
algum aspecto de sua qualidade: margaridas, rosas e hortênsias são, todas, flores; 
frutas de tamanho e forma diferentes são da mesma espécie: bananas. 
Acho que estas diferenças auxiliam na construção do número. Entendo que 
construímos o 3 inclusive por existirem bananas ou flores diferentes entre si. Lidar 
com estas diferenças dependerá, então, do uso que faremos destas unidades. 
2.2 A divisão entre dois números naturais 
Entender bem os conceitos e significados da divisão entre dois números naturais é 
imprescindível para a compreensão das frações. Constatei esta necessidade quando 
ensinava a uma aluna calcular o mínimo múltiplo comum dos denominadores para 
somar frações. Relatarei este fato no estudo das operações com frações. 
0 estudo que fiz sobre a divisão nos números naturais seguiu dois caminhos 
paralelos: 
Compreender os significados da divisão. Para isto foi bastante esclarecedora a 
leitura de MIGUEL, Antônio; MIORIM, Maria Angela (1986). 
- Perceber quais e de que forma estes conteúdos eram apresentados is 
 crianças, 
 
através dos livros 
 didáticos. De maneira geral, o conceito de divisão é apresentado só 
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como distribuição, em partes iguais, de unidades iguais, para logo a seguir se fazer 
uso do algoritmo. 
2.2.1 Os elementos da divisão: o todo, as partes e o resto 
I - 0 todo a ser dividido pode ser discreto ou continuo. 
Qualquer todo continuo pode ser dividido em um número de partes qualquer - 
uma folha de papel, por exemplo. Aqui devemos considerar a impossibilidade fisica 
de dividir esse todo em pedaços muito pequenos. A idéia de que esta divisão pode ser 
feita indefinidamente 
 não existe para as crianças pequenas. lÉ uma abstração que só 
virá mais tarde. 
Num todo discreto as possibilidades da divisão são limitadas, mesmo 
considerando as divisões em partes iguais, com ou sem resto. 
II — As partes: iguais ou desiguais 
Partes iguais de um todo discreto devem ter, todas, o mesmo número de elementos 
e de um todo continuo, o mesmo tamanho. Na divisão de uma folha de papel, ou de 
um bolo, é comum não usarmos unidade de medida, dobrando a folha ou cortando 
pedaços do bolo que tenham a mesma forma. Isto nos garante pedaços de mesmo 
tamanho, isto 6, partes iguais. 
Ill — 0 resto 
0 resto pode ser nulo — divisão exata — e não nulo — divisão com resto. 
Combinando os elementos acima, temos 8 possibilidades para a divisão, que 
MIGUEL,Antemio; MIORIM, Maria Angela (Op.cit.) sugerem que sejam trabalhadas 
com as crianças:  
1) Divisão de um todo discreto em partes iguais, sem resto. 
2) Divisão de urn todo discreto em partes desiguais, sem resto. 
3) Divisão de um todo discreto em partes iguais, com resto. 
4) Divisdo de um todo discreto em partes desiguais, com resto. 
5) Divisão de um todo continuo em partes iguais, sem resto. 
6) Divisão de urn todo continuo em partes desiguais, sem resto. 
7) Divisão de um todo continuo em partes iguais, com resto. 
8) Divisão de um todo continuo em partes desiguais, com resto. 
Afirmam MIGUEL,Antônio; MIORIM, Maria Angela (0p.cit.,p.47) 
" Tradicionalmente, costuma-se trabalhar com os alunos apenas as 
possibilidades 1, 3 (no caso especifico onde o resto é o menor 
possível) e 5. Isto se deve ao fato de que o conceito matemático de 
divisão, que está implícito tanto no algoritmo ( técnica operatória) da 
divisão quanto no conceito de fração, requer que: 
a) o todo seja sempre dividido em partes iguais; 
b) o resto seja o menor possível, no caso de o todo ser discreto; 
c) o todo seja completamente esgotado, no caso de ser continuo." 
importante para os professores das séries iniciais terem claro que as 
possibilidades da divisão presentes no cotidiano  são maiores do que aquelas a que se 
refere o conceito matemático da divisão . As condições que fundamentam este 
conceito matemático serão a base para o estudo das frações. 
2.2.2 Os significados da divisão: distribuir e "quantas vezes cabe" 
I — Distribuir, Com este significado, a divisão resulta em partes do todo. 
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Distribuir 7 balas para 3 crianças significa que cada criança 
 receberá 2 balas e 
sobrará 1 bala: 
7 	 ÷ 	 3 	 =-- 	 2 	 resto 1 
unidades do todo 
	 ng de partes 	 unidades de cada  parte 
	 unidade não distribuída  
Distribuir 6 balas para 3 crianças significa que cada criança receberá 2 balas:  
Dividir uma folha de papel para 4 crianças significa que cada uma receberá seu 
pedaço_ek_papd, dividindo 6 hectares de terra em 3 partes, teremos 2 hectares de 
terra em cada uma. 
Para verificar o resultado desta divisão, podemos ver que "distribuir 6 balas para 3 
crianças" corresponde A. ação inversa daquela representada pela seguinte 
multiplicação: 
3 grupos de 2 balas são 6 balas ou, 3 vezes 2 balas são 6 balas_ 
3 
	 x 	 2 	 =-- 	 6 
re de partes 	 unidades de cada parte 	 unidades do todo 
Distribuir sugere a idéia de subtrações sucessivas. As crianças pequenas 
distribuem 7 balas para 3 crianças dando primeiro 1 bala para cada criança, depois 
outra bala para cada uma, até esgotar a possibilidade de que a cada vez cada criança 
receba 1 bala. 
C-21) 
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II — "Quantas vezes cabe" significa quantas vezes o todo comporta as partes, ou de 
outro modo, quantas vezes a parte cabe no todo. 
Quantos grupos de 3 alunos podem usar uma sala com 6 cadeiras? 2 grupos. 
Quantas vezes 3 alunos (que ocupam 3 cadeiras) cabem em 6 cadeiras? 2 vezes. 
6 	 3 	 2 
unidades do todo 	 unidades de cada parte 	 n° de vezes ou n° partes 
(.!  
A seguinte situação requer raciocínio mais sofisticado. Para construir um muro 
preciso de 100 tijolos, que estio longe. Se em cada carrinho cabem 20 tijolos, 
quantas viagens terei que fazer para  buscá-los? Quantas vezes o 20 cabe no 100? 
Cabe 5 vezes, que é igual a 5 viagens. 
100 	 20 	 = 	 5 
unidades do todo 	 unidades de cada parte 	 n° de vezes ou n° partes 
Incluo aqui a idéia de medir, para a qual usamos, normalmente, um padrão 
preestabelecido. Medir o comprimento de uma sala é verificar quantos pedaços de 1 
metro cabem neste comprimento. Medir a área de um campo de futebol é verificar 
quantos quadrados de 1 metro de lado ela comporta. 
0 resultado de "quantos grupos de 3 alunos ocupam 6 cadeiras ou quantas vezes 3 
cabe no 6" pode ser verificado através da seguinte multiplicação: 
2 grupos de 3 alunos (que ocupam 3 cadeiras) ocupam 6 cadeiras ou 
2 vezes 3 alunos (ou 3 cadeiras) ocupam (são) 6 cadeiras 
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2 	 x 	 3 	 6 
ng de vezes ou partes 	 unidades de cada parte 
	 unidades do todo 
LC17.)—D> 
A idéia de procurar "Quantas vezes cabe" sugere a idéia de completar o todo com 
os grupos ou com a unidade de medida 
Pensemos sobre quantos grupos de 3 alunos cabem numa sala com 7 cadeiras. 
Cabem primeiros 3 alunos, que correspondem a 3 cadeiras — 1 vez; depois mais 3 
alunos, que correspondem a outras 3 cadeiras — outra vez; sobra 1 cadeira. Pesar um 
saco de batatas, usando o quilo como unidade: cabe 1 quilo — 1 vez; mais 1 quilo — 
outra vez; e assim por diante, até preenchermos o todo com a unidade. 
No algoritmo da divisão é este significado que usamos. Vejamos: 
7 I 3 	 Quantas vezes o 3 cabe no 7? 
2 —• Cabe 2 vezes. 
	 n 2 vezes o 3 é igual a 6. 
1 	 n Sobra L 
ou 	 2 x 3 + 1 = 7 
2 vezes 3 cadeiras mais uma cadeira é igual a 7 cadeiras. 
2.2.3 As divisões com resto 
Vimos nos dois significados da divisão exemplos onde havia resto. Embora este 
seja um estudo da divisão entre dois números naturais, é preciso considerar qual 
resposta seria mais  razoável em determinadas situações. 
Na divisão de 5 balas para 2 crianças a resposta é 2 Was e sobra 1, que não 
dividimos. Mas no caso de dividirmos 5 maçãs para 2 crianças é natural que surja a 
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resposta "duas maçãs e meia" para cada criança, o que seria representado por 2 —21 . 
Mesmo para as crianças que ainda não tenham estudado as frações, a idéia de 





, como uma notação, como "um bloco único", como dizem DAVID, Maria 
2 	 4 
Manuela M S; FONSECA, Maria da Conceição F R (1997,p.57). 
No exemplo das viagens para carregar tijolos, qual seria a resposta adequada se 
tivéssemos 110 tijolos para carregar e não 100? Quantas vezes 20 cabe em 110? 
Cabe 5 vezes inteiras e sobram 10 tijolos, e 6 necessária mais uma viagem para 
carregá-los. Mesmo quando já lidamos com frações (110 ÷ 20 = 5 ), a resposta 
2 
adequada seria 6 viagens e não 5 . 
2 
2.2.4 A divisão como inverso da multiplicação 
Os resultados dos diferentes significados da  divisão foram verificados, cada qual, 
através de uma multiplicação, também com significados diferentes. Mas estas 
multiplicações têm o mesmo resultado — e por isso a multiplicação é comutativa. E 
importante, no estudo da multiplicação, que estas duas questões — significados e 
resultados — não se confimdam. 
Quanto aos significados, temos que 2 x 3 significa 2 grupos de 3 elementos, 
enquanto que 3 x 2 significa 3 grupos de 2 elementos. A diferença entre estes dois 
significados já pode ser percebida quando  construímos a idéia da multiplicação como 
somas sucessivas: 2 x 3 = 3 +3 e 3 x 2 = 2 + 2 +2. 
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Quanto aos resultados, cabe perguntar: 
- Por que 2 x 3 é igual a 6 e 3 x 2 também é? 
0 que eqüivale a: 
- Por que 3 + 3 é 6 e 2 + 2 + 2 também é? 
Porque as duas somas são subdivisões de 6. Isto pode ser evidenciado quando a 
soma é trabalhada não partindo das partes para o todo, aleatoriamente, como por 
exemplo, 4 + 6 = 10 ou 9 + 6 = 15, mas como possibilidades das subdivisões de um 
número, como por exemplo, 10 = 4 + 6 = 3 + 7 = 1 + 9 = 8 + 2, etc. Assim podemos 
verificar que, neste caso, 5 + 5 = 10 e 2 + 2 +2 + 2 + 2 -- 10, e que portanto, 2 x 5 = 
5 x 2 . (2) 
A constatação de que a multiplicação de dois números quaisquer em qualquer 
ordem que se faça, e por isso independente de seus significados, têm o mesmo 
resultado, é que leva a uma propriedade desta operação. Um recurso pedagógico 
bastante usado para a verificação desta propriedade são retângulos construidos sobre 
malhas quadriculadas. Por exemplo: 
15 quadradinhos são obtidos por 
3 x 5  
	 3 linhas com 5 quadradinhos cada ou 
5 x 3 
	
por 5 colunas com 3 quadradinhos cada. 
2.3 0 sistema de numeração decimal 
Não posso deixar de ressaltar, quando tratamos dos algoritmos das operações, a 
importância fundamental da compreensão do sistema de numeração decimal 
posicional. Alguns pontos  serão abordados quando tratar dos números decimais. 
2 Alguns materiais didáticos de contagem e soma, como a Escala Cuisenaire ou Material Dourado por 
exemplo, têm como um dos objetivos trabalhar a  partição de um número. A Escala Cuisinaire 
constitui-se de barrinhas coloridas de madeira, cada cor correspondendo a um tamanho, que varia do 1 




A idéia de fração (de fracionar ) surge como uma extensão, uma ampliação dos 
números naturais. 
Para as crianças que até agora só estudaram os números naturais, a idéia de 
pedaços, partes de alguma coisa, já existe. Elas convivem com um pedaço de bolo, 
uma parte da fruta, metade da turma. Elas usam a divisão para verificar seus 
resultados: as 2 frutas que receberam quando foram distribuídas 8 frutas para 4 
crianças, quantos pedaços de bolo comeram na festa da escola. Aqui está presente a 
idéia que chamo de unidade absoluta. Qualquer que seja a divisão que façamos de 8 
frutas, ou de um bolo, o objetivo é verificar quantas unidades — frutas ou pedaços de 
bolo- cada um recebe. 
A idéia de fração é mais abrangente, pois significa, também, entender as relações 
entre estas partes e o todo. Duas frutas si cam! das 8 frutas porque dividimos 8 4 
frutas em 4 partes iguais (de mesma quantidade) e tomamos 1 delas, mas 5 frutas 
também significam —1 de 20 frutas — temos ainda 1 de 4 partes. Um pedaço de bolo 4 
significa! de um bolo porque dividimos este bolo em 4 pedaços iguais (de mesmo 4 
tamanho) e recebemos 1 deles, mas se este mesmo bolo for dividido em 5 pedaços 
iguais, teremos do bolo — um pedaço de 5. 5 
Segundo SOARES et al.(op.cit.,p.11): 
"Essa é a novidade a ser trabalhada como um desafio à percepção da 
criança: —3 de um segmento deve ser enfatizado não só como o 4 
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segmento resultante da operação de dividir o total em 4 partes e tomar 
3 delas, mas também e principalmente como a porção do todo que este 
segmento representa. Isto exige um olhar simultâneo para o segmento 
menor e o todo. Talvez seja esse olhar relativizado nessa forma o 
principal elemento a ser trabalhado. 
Até este momento, os números com que a criança lida — os naturais — 
refletem , de certa forma, algo absoluto. Os novos números — os 
racionais — como o próprio nome indica, vão ser construidos na 
medida do desenvolvimento da capacidade de relativizar, de perceber 
certas relações entre quantidades absolutas. É fato que já se percebem, 
nesta altura, certas relações entre os números naturais: por exemplo, 5 
é maior do que 2. Mas as relações que agora se propõe são, de certa 
forma, mais agudas, demandando um avanço na 
 perspicácia da 
criança. A relativização referida aqui a respeito do número racional é 
intrínseca ao próprio conceito." 
E muito importante considerar que o conceito matemático de divisão, que está  
implicit° no conceito de fração, requer que: 
a) o todo seja sempre dividido em partes iguais; 
b) o todo seja completamente esgotado. 
Nas frações temos 3 elementos: o todo, as partes iguais em que este todo foi 
dividido e o número de partes que tomamos. Mas sua representação indica 
somente os dois últimos (as partes) que devem ser aplicados sobre o todo. Então, se 
dizemos —2 é preciso fazer referencia ao todo, a —2 de um bolo ou de uma turma. 3 	 3 
Ora, nos números naturais isto 
 também acontece: 5 maçãs, 5 dúzias, tem como 
referencia a unidade, que contamos e sobre qual operamos. 0 todo, nas frações, 
23 
também será 
 a unidade a respeito da qual se diz alguma coisa. Comparamos, 
igualamos e operamos frações de um todo, ou de 
 vários todos — o todo-unidade. 
3.1 0 uso das frações - alguns significados 
3.1.1 0 resultado da divisão de 2 números naturais ou divisão indicada 
As frações ampliam e dão uma representação is possibilidades da 
 divisão de 2 
números naturais. A divisão de 2 por 3, ou de 4 por 3, nos números naturais, ou tem 
resultado nulo ou nab esgota o todo. 
Aqui o significado da divisão que melhor se aplica é o de distribuir. Dividir 2 
bolos para 3 crianças tem este significado — o resultado tem a mesma natureza do 
todo. 0 outro significado da divisão — "quantas vezes cabe" — sell abordado em 
Frações como resultado de uma medida. 
Este todo que estamos dividindo sio 2 unidades, que puderam ser agrupadas e 
contadas por possuírem características  comuns, e podemos representar a ação 
2 = 3 como —2 - uma divisão indicada. 
3 
Por outro lado, cada uma destas unidades 6, em si, um novo todo, e é a esta 
unidade-referência que a fração resultado da  divisão se refere: —2 de um bolo para 
3 
cada criança. 
Temos aqui duas ações, cujos resultados são representados pela mesma fração -2 : 
3 
a divisão de 2 unidades em 3 partes; 






g o o 
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Para compreender porque podemos usar a mesma representação para o resultado 
de duas açaes diferentes, optei por apresentar diversos exemplos. 0 10 exemplo 
representa a divisão da unidade e os seguintes fazem uso desta mesma representação 
para outras quantidades. 
Exemplo 1 
- Dividir um bolo para 3 crianças: 
3 
- Dividir uma dúzia de ovos em 3 partes: - 
3 
C 
— da unidade para cada 
3 
uma (divisão nos racionais) 
00 
06 
00 0  
odf 
— da unidade em cada parte, 
3 
que neste caso são 4 ovos. 
Exemplo 2 
2 
- Dividir 2 bolos para 3 crianças: 
3 
- Dividir 2 dúzias de ovos em 3 partes: 
3 
2 	 1 
- 2 pedaços de — ou—da  2 
3 	 3 	 3 
unidade (divisão nos racionais) 
para cada uma. 
2 	 1 	 2 
- 2 pedaços de — ou — - 	 da 
3 	 3' 	 3 
unidade em cada parte, que 
















- Dividir 4 bolos para 3 crianças: —4 
3 
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1 	 - 1 unidade (divisão nos naturais) 
mais! da unidade (divisão nos 
3 
racionais) para cada uma. 
4 
- 4 pedaços de —31 , ou -43 da 
unidade (divisão nos racionais) 
para cada uma. 
Este exemplo mostra que, na divisão dos naturais onde o todo não se esgota, 
podemos fazer uso das frações para expressar somente a divisão do resto. 
3.1.2 0 resultado de uma medida 
Medir significa verificar quantas vezes uma unidade preestabelecida cabe naquilo 
que queremos quantificar. 
Exemplo 4 
Usando o metro para medir certa distância verificamos que ele cabe 2 vezes nesta 
distância e sobra um pedaço que é menor que 1 metro, Dividimos, então, o metro em 
um certo número de partes iguais e verificamos quantas destas partes cabem no  
pedaço que sobrou. 
-2 metros mais o que sobrou: 
1 metro 	 1 metro  
- dividindo o metro em 3 partes iguais, cada parte será – do metro: 
3 
  
, 3 	 3 1  
1 metro 1 metro 1 metro 
- contamos quantas vezes uma dessas partes (-1 ) cabe no que sobrou –2 vezes 
3 
1 metro 	 1 metro 
 
Para expressar o resultado dessa medida, em metros, usamos a fração –2 . Essa 
3 
distância tem 2 –2 metros. 
3 
Exemplo 5 
Uma criadora de galinhas recolheu 42 ovos numa manhã. Quantas dúzias de ovos 
ela recolheu? Queremos saber quantas vezes 12 cabe em 42 e usamos a divisão com 
o significado de "quantas vezes cabe". 42 ÷ 12 é igual a 3 vezes inteiras e sobram 6 
ovos. Quantas vezes  então 12 cabe no 6? 
Pelo desenho podemos perceber que é "meia vez" ou 
De outro modo: o quanto 6 representa de 12 pode ser expresso pela fração —6 , que é 12 
1 	 1 	 , . 
a metade: – . Ela colheu, então, 3  – duzias de ovos. 





Quando usamos a fração como uma  divisão indicada chegamos a este resultado de 
outro modo: —42 = —7 ou seja, 7 "meias dúzias". Como 12 não cabe um número inteiro 
12 2 
de vezes em 42, procuramos uma nova unidade de medida que caiba — a meia dúzia 
— e contamos quantas vezes ela cabe em 42 — 7 vezes. 
Assim, como em —42 , temos a fração —7 representando o resultado da divisão de 7 
12 	 2 
por 2, com o sentido de "quantas vezes cabe". Aqui, como no exemplo anterior, a 
unidade de medida, neste caso a dúzia, é o todo que foi dividido em 2 partes das 
quais tomamos 7. 














     
     
Como queremos saber o número de dúzias, faremos 6 meias dúzias igual a 3 
1 	 1 dtizias, mais - 	 761 — =—+— =3+— 
2 	 2 2 2 	 2 
Outra questão seria saber quantas caixas de 1 dúzia esta criadora  precisará para 
guardar esses ovos. Esta resposta não sentido com frações. Ela usari. 4 caixas, 
mesmo que uma fique incompleta. 
3.1.3 A razão  
Usamos a fração como razão para comparar grandezas. 
Exemplo 6 
2 Dizer que a razão entre 2 segmentos 6 — (2 para 5), ou —5 (5 para 2) significa 5 	 2 
dizer que temos um segmento menor que cabe 2 vezes em um deles e 5 vezes no 
outro. 
28 
70 ni 	 14m cabem 5 vezes em 70m 
28m 1 
	 14m cabem 2 vezes em 28m 
Se a razão entre uma certa  distância e 70m é —2 calculamos esta distancia 
5 
dividindo 70m em 5 partes iguais e tomando 2 delas -- 28m. A distância menor é 2 
1 vezes —
5 
da maior, que neste caso é o todo da fração 
5 
Também calculamos a distância maior se soubermos que a razão entre ela e 28m é 
5 Dividimos 28m em 2 partes iguais e tomamos 5 delas — 70m, A distância maior é 
2 
5 vezes — da menor, que é o todo da fração —5 . 
2 	 2 
Exemplo 7 
Com suco concentrado e água na razão de —2 preparamos uma jarra de suco 
5 
pronto, usando um copo como unidade - 2 copos de suco concentrado e 5 copos de 
água. 
Aqui, além das relações análogas as do exemplo 1, ainda podemos fazer relações 
entre 2 copos de suco concentrado e 5 copos de água e os 7 copos de suco pronto que 
2 , 
resultam. O suco concentrado representa  .- de suco pronto — de cada 7 partes de suco 
pronto, 2 são de suco concentrado. Poderiamos ver esta fração como o indice de 
diluição do suco. Da mesma forma a Agua representa —5 do suco pronto. 
7 
29 
As razões também são usadas como indices comparativos, como porcentagens ou 
escalas. Por exemplo, no Brasil, 43% (-43 ) da energia elétrica é consumida pela 
indústria, enquanto 27% 27 é consumida por residências. 1.00 
A comparação de grandezas de natureza distinta também pode ser expressa por 
uma fração_ Alguns exemplos seriam a densidade populacional – razão entre o 
número de habitantes e área - a velocidade média – razão entre  distância e tempo. 
3.2 A unidade 
Nas frações a idéia de unidade, de individuo, presente nos números naturals deixa 
de ser absoluta. Quando dizemos que 2 frutas são – de 8 frutas, continuamos a ter a 
4 
unidade em 1 fruta, mas também temos agora a unidade em 1 parte de 4, – do todo, 4 
todo este que também é 1 grupo. 




, ou 5 pedaços de –3 de cada fruta: 3 




Agora temos novamente duas unidades diferentes: 
	 , pois contamos quantos 
3 
5 terços cada um ganha: 5; e 1 fruta que é a unidade referência, pois temos de 1 
3 
fruta. 
Por outro lado, quando dividimos Limn unidade referência, uma fruta ou um bolo, 
ternos muitas (infinitas e uma : abstração) possibilidades paia uma nova 
 unidade, 
2 
1 1 1 
7 • • • • 7 que -era definida conforme situação que se apresenta. 3 4 
Para medir, usando o metro, por exemplo, como unidade referencia, também 
aparecem novas unidades a cada situação: — m, —m. 
 Esta ideia parece mais dificil de 
2 	 3 
compreender porque usamos novas unidades preestabelecidas, como o centímetro e o 
milímetro. 
Nas razões, esta nova unidade também 
 está presente. No exemplo 6, sobre 
distâncias, esta nova unidade é 14 metros, que representa— de 28 metros, nu -- de 70 
2 	 5 
metros. 
4 A EQ1UIVALÊNCIA DE FRAÇÕES 
41 Fraçdes equivalentes 
A mesma parte de um todo pode ser representada por diferentes frações. Por 
exemplo: 
4 
	 [11 .1.11111 0111' 
	 1.F 
representam a mesma parte do bolo. 
 
  
0 que fizemos? 
De um bolo dividido em 4 panes iguais, tínhamos 3 Dividimos cada quarto do 
bolo em 2 partes iguais, então, o bolo todo ficou dividido em 8 partes iguais. Como 
conseqüência, as 3 partes que tínhamos também ficaram divididas ao meio e temos 
agora 6 partes. 
No ensino de frações o próximo passo 6.fazer uso da propriedade fundamental das 
frações para ouLa a 'Jaya.° —6 a partir da fração —3 .MUltipliCaMOS o numerador e o 8 	 4 
denominador por 9 : 
4 2.4 
aqui surge a seguinte questão: 
 explicamos, através 
do desenho, que dividimos cada parte por 2, e na regra prática ensinamos multiplicar 
o numerador e o denominador por 2. Ao ensinar assim, muitas vezes vi olhares 
perplexos — é para dividir ou para multiplicar? 
Bem, estamos dividindo um mesmo todo em partes menores, e nossa atenção está 
voltada, inicialmente, para o tamanho das partes. Como dividimos um mesmo todo, 
temos como conseqüência urn número maior de partes. Quanto mais dividimos, mais 
31 
32 
partes teremos. Dividir cada parte ao meio 
 significa ter o dobro do número de partes, 
tanto no todo quanto no que 
 tomamos 
( x 2) 
3 partes com 2 pedaços cada 	 o partes 
— 
4 partes com 2 n 
	 cada 
	 8 pries 
( X2) 
No desenho, ou no concreto, existe a impossibilidade fisica de dividirmos em 




A possibilidade de se estabelecer sempre um número maior de partes — cada 
parte das 4 agora são SO — utiliza a abstração da infinitude dos números naturais, mas 
com a intenção de representar sempre a mesma parte do todo. Podemos assim 
compreender que temos infinitas maneiras de representar a mesma parte do todo 
através das frações. 
A simplificação de frações segue o mesmo raciocínio anterior, mas ao invés de 
dividirmos as partes do todo, estamos agrupando-as. Em 8 (e 6) partes teremos 4 
(e 3) grupos de 2 partes. Como estamos falando de um todo que agora tem 4 grupos 
de 2 partes e estamos tomando 3 desses 4 grupos, temos do todo. 4 
Juntar as partes, de 2 em 2, significa que teremos metade do número de partes, 
tanto no todo quanto no que tomamos dele. 
÷ 2) 
6 	 partes em grupos de 2 pedaços cada 	 3 grupos ou 3 novas partes do todo 
partes em grupos de 2 pedaços cada 
( ÷ 2) 
4 grupos ou 4 novas partes do todo 
,
r fl r: r 
L:4[ 
	 33 
Em qualquer dos casos estamos estabelecendo uma nova unidade-parte para uma 
mesma unidade-todo. 
Vejamos um exemplo para ilustrar a idéia de frações equivalentes. 
Uma barra de chocolate tem 4 quadradinhos e Maria comeu 3 deles, ou seja, —3 da 
4 
barra. João tem outra barra de mesmo tamanho, com 8 quadradinhos. Para comer o 
mesmo tanto que Maria, quantos quadradinhos João 
 comerá?  
3 ? 
48  = 
Com a barra de chocolate dividida em 8 (o dobro de 4) pedaços iguais, cada 
pedaço é metade do anterior. João  comerá 6 (o dobro de 3) pedaços.  
x2 
Ter clara a idéia de fração — dividir um todo em q partes iguais e tomar p destas 
partes — e de frações equivalentes, facilita a compreensão das frações que 
representam os números naturais (um ou vários todos): 
2 3 4 8 6 4 
2 3 4 4 3 2 
4.1.1 Razões e Proporções 
As frações assumem o significado de razão quando comparamos grandezas, como 
vimos no capitulo anterior. Num exemplo que usamos então, a razão entre certa 
34 
distância x e 70 metros era de —2 e determinamos o valor desta distância dividindo 
5 
70 metros em 5 partes iguais e tomando 2 delas. 
Usando a idéia de frações equivalentes e de que a razão entre as duas distâncias é 







70 - 5 
x 14 
x 2 
- =- e 
70 5 
x 14 
x = 28, 
o que é o mesmo que fizemos antes, ou seja: 
x 
=- 	 14 
70. 
Proporção é a igualdade entre duas razões. 
28 2 Com o mesmo exemplo acima, temos que — = e l8-se "28 está para 70 assim 
70 5 
como 2 está para 5". 
Um das propriedades das proporções diz que "o produto dos meios é igual ao 
produto dos extremos". Em nosso exemplo, 2 e 70 são os meios e 28 e 5 são os 
28 
extremos. Assim, 70 x 2 = 28 x 5. Mas se — é equivalente a 2 — podemos chegar A. 
70 
propriedade das proporções através da equivalência de frações. Vejamos: 
285.28 _ 5.28 
70 = 5.70 - 350 
2 = 2.70 = 2.70 
5.70 	 350 - 
Temos agora duas frações equivalente e de mesmo denominador 350, e, portanto, 
5 x 28 deve ser (e 6) igual a 2 x 70, como diz a propriedade das proporções. 
Usando esta propriedade para calcular a  distância x, teríamos: 
x 2 
=- e 70 5-  
5x= 2.70 x = 2.70 = 28 . 




= 28 ou x- 
 2.7014 que é o mesmo que 2 (70 ÷ 5) = 2.14 = 28, 
5 	 5 
sendo este Ultimo calculo o mesmo que fizemos para frações equivalentes. 
Esta propriedade das proporções facilita  cálculos, mas o uso de frações 
equivalentes explica a regra e ainda deixa claro que tal propriedade fundamental das 
proporções não é algo novo. 
Por exemplo: "Qual a fração de denominador 6 equivalente a ?" 
4 
2 _ x 
46 
Não temos um número natural que multiplicado por 4 resulte em 6. Buscamos, 
2 	 1 então, outra fração equivalente a — — por exemplo, com a qual é possível 
4 2 
estabelecer a equivalência com — através da multiplicação de seu denominador por 
6 
um número natural: 
2 2+2 1  
=. 
4 4+2 2 2.3 6 6 
Usando proporções encontramos x de modo mais fácil: 
2 _ x 
e 	 4.x = 2.6 	 e  
-46 	 4 
Uma aplicação bastante usada de proporções é a regra de tits. 
35 
36 
Vejamos um exemplo: Seu João comprou 5 sacos de cimento por R$ 75,00. 
Quanto gastará 
 para comprar 7 sacos de cimento? A razão entre a quantidade de 
5 	 ,7 :7415 sacos de cimento é a mesma que entre seus preços: — = —75 e x 	 ' D 
 =105 . 
7 X 	 5 1 
Também é esta a idéia que usamos em porcentagem. Por exemplo, 15% de 
desconto no preço de uma mercadoria que custa R$ 60,00 são R$ 9,00: 
15 	 x 	 15.60 15% = 
	 e 	 x= 	 - 9 . 
100 60 
	 100 
4.2 Frações não equivalentes Comparação de frações 
O raciocínio inverso do que foi feito para frações equivalentes é importante. 
Dividir um todo em um número maior de partes iguais significa que cada parte sera 
menor. Estamos aqui comparando o tamanho das partes. 
1 1 1 
Esta compreensão possibilita a comparação de frações unitárias: — é menor do 
4 





      
4 
    
2 é menor do que —2 — 	 . 
4 	 3 
      
A comparação de frações de mesmo denominador se reduz à comparação dos 2 
numeradores: quanto mais partes, maior a fração, pois as "partes" do todo são as 
mesmas para as 2 frações. 
2 
— é menor do que 
7 	 7 
0 caso que falta é a comparação de frações que têm denominadores diferentes. 
Perguntei aos meus filhos, um menino de 12 e uma menina de 14 anos, qual era a 
fração maior, —2 ou —4 . Pensaram um pouco e responderam. 
3 	 5 	 5 
- Por quê? - perguntei. 
4 
- Porque o que sobra de — é menor do que o que sobra de —2 . 
5 	 3 
Apoiando seu raciocínio em imagens, recaíram na comparação de frações 
unitárias. 
1 	 , 	 1 
—
5 
e menor do que —3 . 
Perguntei então: - O que é maior, —5 ou —19 ? 
6 	 22 
- Bem, agora é mais dificil — respondeu a menina_ 0 menino já havia  saído. 









4 8 12 16 19 
38 
- Se fosse —19 , dentro do 24 eu teria 6 partes com 4 pedaços cada, e distribuindo 24 
19 de 4 em 4, eu teria um pouco menos do que 5 de 6. Então, –5 é maior do que —19 
6 	 24 
Ainda aqui seu raciocínio apoia-se nos desenhos, em imagens, sobrepondo-as. 
5 20 Usa a idéia de equivalência para uma das frações, fazendo – = — e compara 20 
6 24 
com 19. 
Voltei à pergunta anterior. 
- Então, quem é maior, ou 19 9 
6 	 22 
- Agora preciso fazer o mínimo múltiplo comum, mas preciso escrever isto. De 
cabeça não consigo mais fazer. 
5 	 19 Para comparar – com — o raciocínio já é um pouco mais elaborado. Vejamos 
6 	 22 
um exemplo mais simples, análogo a este. Na comparação de –2 COM -3 nab 
3 	 5 
podemos expressar –2 por uma fração equivalente de denominador 5, nem tampouco 
3 
3 
expressar – por uma fração equivalente de denominador 3. Precisamos, então, 
5 













: 	 • : 	 : • 	 : 	 : 	 : • 	 : • 	 : 	 : • 
• : 	 • 	 • •»: • : 	 : • : 
3 • : 
Voltamos, assim, ao caso anterior: a comparação de frações de mesmo 
denominador. Isto foi possível, estabelecendo uma nova unidade-parte: — em que 
15 
é possível expressarmos terços e quintos simultaneamente. 
Para estabelecermos essa nova unidade-parte – o denominador comum - podemos 
usar, inicialmente, somente a idéia de frações equivalentes, que já 
 é conhecida. 
Procuramos frações equivalentes para cada fração, até achar aquela em que o todo foi 
dividido em um mesmo número de partes, para ambas. 
Para .3- e –3 : Outro exemplo: para! e –5 : 
3 	 5 4 	 6 
2 	 4 _ 
	
6 	 8 
	
_ 	 _ 10 _ 1 	 2 _ 3 
- 12 - 15 - 	 = 12 
3 	 6 _ 9 _ 510 
-5- - 10 15 = 12 
Esse novo denominador também pode ser tomado como o produto dos dois 
denominadores, o que pode ser visualizado no próprio diagrama das frações. Nos 
diagramas que usamos para comparar –2 com -3 , obtivemos quinze avos dividindo os 
3 	 5 
terços por 5, e os quintos por 3. Assim, o novo denominador 15 é o resultado tanto de 
5 x 3 quanto de 3 x 5. 
5x3 
       
2 5.2 10 
3 = 5.3 




      
      
  
1 2 3 4 5 
Para encontramos o novo denominador para as frações — e —5 , teríamos: 
 





4 x 6 3 
4 
1 2 3 4 5 6 
1 	 6,1 	 6 	 3 
4 6,4 24 12 
5 4.5 20 10 
6 4.6 - 24 12 
Depois de terem sido trabalhados os conteúdos de múltiplos, múltiplos comuns e 
o menor múltiplo comum, podemos usá-los como instrumentos para estabelecer o 
denominador comum. 
15 é múltiplo de 3 e 15 é múltiplo de 5 
15 é múltiplo comum a 3 e 5 
15 é o menor múltiplo comum a 3 e 5 
12 é múltiplo de 4 e 12 é múltiplo de 6 
12 é múltiplo comum a 4 e 6 
12 é o menor múltiplo comum a 4 e 6_ 
Neste estagio é comum ensinarmos achar o MMC pelo método da decomposição  












   
2 x2 x3 12 
4.3 0 aprendizado da equivalência de frações 
Destas noções de frações equivalentes e denominadores comuns, de que os alunos 
se lembram? 
Em minhas aulas de reforço lido com alunos de idades diversas, como já disse 
anteriormente. Em geral, esses alunos esqueceram como comparar ou somar frações. 
Quando, então, precisamos rever a soma de frações, apresento um exemplo. 
- Quanto é - 3 +-5 ? 
46 
Depois de algumas considerações — o que significa essa soma e seu resultado, se 
podemos ou não efetuar essa soma como se apresenta, entre outras coisas — faço o 





1, 1 2x2x 3 =12 
Neste momento é muito comum ouvi-los dizer: 
- Ah! Disso eu lembro. 
E o fazem sem maiores dificuldades. E depois, o que fazer com "este 12"? Não 
lembram mais. Alguns alunos a quem já acompanho hi mais tempo, quando têm 
dúvidas a respeito da soma ou comparação de frações, me perguntam: 
- Esta é a conta do MMC? 
41 
42 
E curioso, também, como muitos alunos não reconhecem 3 x 5, indicado 
simplesmente como multiplicação, como o múltiplo mais evidente destes 2 números, 
o que facilitaria os cálculos com frações, inclusive as algébricas. Talvez a resposta a 
esta questão esteja no fato de que ensinamos a decompor um número em fatores 
primos quando estes alunos são ainda muito pequenos, por volta da 4' ou 5 a séries, e 
ainda não conseguem "maravilhar-se" com a apresentação de um teorema. IMENES 
E LELLIS (1997), autores de livros didáticos, apresentam este conteúdo somente na 
7' série. 
4.4 Frações de todos distintos 
Ao comparar com —2 de todos distintos é necessário perguntar: 
6 	 6 
5 	 2 
- - do que? — do que? 
6 	 6 
Esta pergunta eqüivale a: 5 é maior do que 2? Ter 5 laranjas é ter mais do que 2 
laranjas, mas ter 5 laranjas é ter mais do que 2 abacates? Esta pergunta terá sentido se 
perguntarmos se ter 5 frutas é ter mais do que 2 frutas. Também nos números 
naturais estamos sempre nos referindo à unidade, mas neste contexto isto parece ser 
mais claro para as crianças. 
Tudo o que foi visto até agora para um mesmo todo, se aplica para todos distintos, 




Se Maria ganhou -2 de uma caixa que contém 12 maças e João ganhou —3 de uma 3 	 4 
caixa com 12 pêras, quem ganhou mais frutas? 
Aqui não tem sentido perguntar quem ganhou mais maçãs ou mais pêras. —2 de 12 
3 
frutas é menor que —3 de 12 frutas. Estamos comparando partes de 2 todos com o 4 
mesmo número de elementos. 
Exemplo 2 
Joana quer fazer duas cortinas. De um tecido de 3 metros ela vai usar —2 para 
3 
fazer uma cortina. De outro corte de tecido de 4 metros ela só pode usar a metade 
para fazer a outra cortina. As duas cortinas terão o mesmo tamanho? 
2 Precisamos recorrer a outra unidade que não o todo: —3 de 3m são 2m, o que é 
1 igual a — de 4m, que são 2m. Estamos comparando a quantidade de metros de cada 2 
cortina. Assim, as cortinas 
 terão o mesmo tamanho. 
Exemplo 3 
José e Davi compraram, cada um, um lote de terra. José plantou milho em —1 de 
3 
seu lote e Davi plantou feijão em — de seu lote. Podemos afirmar que eles plantaram 
3 
a mesma área de terra? 
Não, pois não sabemos o tamanho de cada lote, que é o todo. 
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5 OPERAÇÕES COM FRAÇÕES 
Certa vez tive uma aluna, uma moça que deixara de estudar hi tempo e agora se 
preparava para o vestibular com muita força de vontade. Suas experiências negativas 
no estudo da matemática haviam lhe deixado sérias dúvidas quanto à própria 
capacidade de aprendê-la. Nossa proposta de estudo era revisar todo o conteúdo de 
matemática do Ensino Fundamental e, portanto, todos os recursos  didáticos possíveis 
seriam validos. 
Estávamos, então, somando —1 +-1 usando duas folhas de papel oficio. Dobramos 2 3 
uma ao meio, pintando —1 para identificá-lo. Dobramos a outra folha em 3 e pintamos 
2 
— . Com as folhas dobradas era fad ver que os pedaços não tinham o mesmo 
3 
tamanho. A idéia era fazer surgir a necessidade de dividir novamente as folhas até 
que as partes fossem iguais, do mesmo tamanho, para as duas folhas. A aluna, 
olhando para as folhas com uma  expressão de tristeza, disse: 
- Entendi tudo o que fizemos_ Mas por que queremos pedaços do mesmo 
tamanho? 
0 que significava para ela somar frações? 0 que significava a própria fração? 
conceito de fração que eu usava — dividir um todo em q partes iguais e tomar p destas 
partes — estava compreendido? 
E para mim, estava? Dividir sempre em partes iguais era inerente ao conceito de 
fração?  Também era inerente ao conceito de divisão? 
Estas questões me levaram a estudar a divisão entre dois números naturais, que 




, e a verificar as relações entre as operações com frações e operações com números 
naturais. 
Como as frações surgem para dar significado aos resultados para os quais os 
números naturais não bastam, é de se esperar que as operações com frações tragam 
em si, pelo menos, os mesmos significados que as operações com naturais. 
As operações com frações, assim como com os números naturais, tern por base a 
idéia de unidade. Nos naturais, somar 5 laranjas com 2 abacates s6 terá sentido se 
quisermos saber quantas frutas temos. Nas frações estamos operando sobre a 
unidade-parte —1 , e buscamos, com os resultados, representar o quanto do todo temos 
agora. 
5.1 Adição e subtração 
A adição de números naturais tem o significado de juntar, enquanto a subtração 
pode ter os significados de quanto falta, quanto sobra, quanto tem a mais — ou seja, a 
diferença. Estes significados também se estendem para estas operações com frações. 
preciso ressaltar que na própria fração já estamos usando a idéia de contar o 
número de partes: -, - significa o resultado de dividir um todo em 7 partes iguais: 	 e 
7
tomar 3 destas partes. Ou seja, já estamos usando a idéia de que contar é somar uma 
unidade — : um mais um dá dois, mais um dá. três; neste caso,  
7 	 7 7 7 







7 7 	 7 	 7 
Duas mais quatro unidades - são -6 do todo. 
7 	 7 
Estamos somando o número de partes 
Para somar ou subtrair frações, nas quais as unidades -1 são diferentes, como por 
exemplo, -2 +-1 ou -2 --1 , precisamos procurar uma nova unidade -1 , com a qual 
3 5 	 3 5 
2 	 1  possamos expressar -3 e -5 simultaneamente. 
	
2 10 	 1 3 Assim, fazendo - = -- e - = — expressamos as frações em uma nova unidade 
	
3 15 	 5 15 
1 	 10 3 
— e efetuamos, por exemplo, 	 - 10-3  = 7 , fazendo dez unidades — menos 
15 	 15 15 	 15 	 15 	 15 
1 	 , 7 três unidades -- o que da — do todo. 
15 	 15 
5.2 Multiplicação 
5.2.1 Quando o número de vezes é um número natural 
Consideremos primeiro o significado da multiplicação nos números naturais. 
Quantas bolinhas temos? 
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Temos 6 bolinhas, que é o resultado de 3 bolinhas mais 3 bolinhas, ou 2 vezes 3 
bolinhas. 
Esta afirmação, que parece tão simples, quando escrita em português tem a 
intenção de salientar o significado de 2 x 3, no qual o 2 representa o número de 
vezes que 3 unidades aparecem. Quando dizemos que 2 x 3 é igual a 3 x 2, estamos 
nos referindo ao seu resultado e não ao seu significado. 
2 vezes 3 unidades ou 3 + 3 unidades 
3 vezes 2 unidades ou 2 +2+2  unidades. 
Este significado pode ser facilmente estendido para frações quando o número de 
vezes é um número natural: 
2 vezes a 	 1 	 1 1 2 unidade— ou —+— =— do todo 
5 	 5 5 5 
OU iII 
    
2 vezes 2 unidades— ou —2 + -2 =-  -4 do todo. 
5 	 5 5 5 
      
Estamos operando com o número de partes, fazendo somas repetidas de uma 
mesma quantidade de unidades-parte —51 . 
2x1 2 Assim, 2 vezes uma parte de 5 são duas partes de :  2 1 
5 	 5 	 5 
2 2x2 4 
5 	 5 	 5 
e 2 vezes duas partes de 5 são quatro partes de 5: 
5.2.2 Quando o número de vezes é uma fração 
Qual o significado, então, para x 3? Para mim não foi dificil aceitar que "meia 
2 
vez" três unidades seria a metade de 3. Mas esta idéia seria  compreensível para 
crianças? Resolvei perguntar. 
Mostrando a um aluno de 10 anos, que ainda não estudou frações, uma caixa de 
ovos, perguntei: 
- 0 que é duas vezes uma caixa de ovos? 
A pergunta o que é e não quanto da tinha a intenção de perceber qual significado 
ele dava A. multiplicação. 
- São 24 ovos — respondeu ele, depois de pensar um pouco. 
- E uma vez uma caixa? 
- São 12 ovos. 
- E meia vez uma caixa? 
- Hum... são 6 ovos. 
Resolvi testar sua resposta em outro contexto, perguntando: 
- Ontem fostes 2 vezes à. escola. 0 que quer dizer ir 2 vezes? 
- Que fui A. escola e voltei para casa e depois fui e voltei outra vez — disse ele. 
- E o que quer dizer ir uma vez A escola? 
- Ir e voltar. 
- E ir meia vez? 
- Ir e ficar IA, disse ele rindo. 
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A multiplicação de uma fração por um número natural pode assumir o significado 
de divisão. Isto da sentido ao fato de que a multiplicação de frações nem sempre 
ocasiona um aumento, como acontece nos números naturais. 
Vejamos alguns exemplos: 
       
1 
- vez 3 unidades: 3 ± 2 ou -32 (3 meios da unidade), 
2 
     
     
ou seja, -1 x 3 , 3 
2 	 2 
     
       
- de vez 4 unidades: 4 ÷ 3 ou ± (4 terços da unidade), 
3 	 3 
1 	 4 
ou seja, -x 4 = - . 
3 	 3 
0 significado de -2-x 4 será "2 terços de vez" 4 unidades, ou duas vezes "um terço 
3 
de vez" quatro unidades: 
       
     
Th 
 
     
2 vezes -de vez 4 unidades: -8 da unidade, 
	
3 	 3 
	
ou seja, 	 2 x (Ix 4). 2 x 4 - 2 '4 - 8 
3 	 3 - 3 —3 
     
       
O significado de -1 x -1 segue o raciocínio anterior, tendo agora como unidade, da 
2 4 
qual se quer meia vez, uma unidade-parte - . Meia vez um quarto significa dividir - 
4 
ao meio, e o que queremos saber é o quanto metade de um quarto representa do todo. 
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Para expressar o quanto esta nova parte representa do todo - que .6 sempre 
dividido em partes iguais - dividimos todos os 4 quartos ao meio, tendo agora 
	
oitavos. Portanto, metade de  --- 	 do todo. 
	
4 	 8 
No algoritmo, estamos registrando que, se cada parte foi dividida ao meio, temos 
agora 2 partes em cada uma das 4 partes anteriores (2 x 4): oito novas partes. 
      
da unidade. 
2 4 2.4 8 
 
opp 
    
       
Para -1 x-3 fazemos metade de um quinto, tre's vezes: 
25 
1 3 	 ( 1 1 - x- =3x - x- =3xj- 	 1 3 =3x— = da unidade. 
2 5 	 2 5 ) 	 2.5 	 10 10 
2 1 0 significado para -x- sera, então, "dois terços de vez" urn quarto, ou duas 
3 4 
vezes "um terço de vez" um quarto: 
2 xl =2F1 x_1 = 2x-1 =2x 1 = 2 --1 da unidade 
3 4 	 3 4 	 3.4 	 12 12 - 6 
) 
, 
e para 2:-x-4 sera "dois terços de vez" quatro quintos, ou duas vezes "um terço de 
3 5 
vez" um quinto quatro vezes: 
2 x 4 =2 41 x 4j = 	 1 x 1 =2x x 1 2x 4x 
	
=2x 4x-1 =2x 4 = 8 
3 5 	 3 5 	 3 5 	 3.5 	 15 	 15 15 
5.2.30 uso de frações equivalentes 
Quando o número de vezes é uma fração ainda podemos considerar o uso de 
frações equivalentes, com o enfoque na quantidade de unidades-parte 
1 
2 
Em --1 x-3 = -1 x 	 o significado pode ser metade de 6 unidades-parte —10 , 
5 2 10 
( 1 x6)x 1 =3x 1 = 3 ou seja, 
2 ) j - 	 10 
5.2.4 0 algoritmo 
A compreensão destes vários significados leva à  compreensão e ao uso do 
algoritmo, como síntese: —a x—c =—ac 
b d bd 
5.3 Divisão  
Dividir pode ter dois significados, "distribuir" e "quantas vezes cabe", como já foi 
visto no estudo da divisão nos números naturais. 
Na divisão de frações, estes significados também podem ser considerados, cada 
qual se ajustando melhor a um caso diferente, que serão apresentados a seguir. 
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5.3.1 A divisão com significado de distribuir 
5.3.1.1 Quando o divisor é nut número natural 
Na divisão de —3 de um bolo para 2 crianças, por exemplo, estamos usando o 
4 










     
      
       
1 3 Mas fazer —3 + 2 foi exatamente o significado dado a — 4x— . Dividir —
3 por 2 é ter 
4 	 2 	 4 
meia vez —3 . Dividimos cada quarto ao meio, tendo agora 8 partes do todo, tomando 
4 
3 dessas novas partes: 
—43 +2= —21 3 vez-4 = 213 3   3 x 
 
42.4 
  =-8 do todo. 
Quanto it ação inversa, no caso da  divisão de —3 por 2, com o significado de 
4 
distribuir —3 por 2, temos que —3 +2 é a ação inversa de 2x.- e não de —3 x 2. 
4 	 4 	 8 	 8 
3 23 6 3 
. 
8 8 8 —4 
5.3.1.2 Quando o divisor é uma fração 
O significado da divisão de fração por fração pode ser construido a partir da 
divisão de fração por um número natural. Dividir fração por um número natural é 












e temos 2 grupos com — cada um. 
8 	 8 
3 
e temos 1 grupo com 	 . Mas aqui, distribuir ou dividir não tem 
significado em si, pois como temos um só grupo, não distribuímos. Estamos dando 
ou entregando —34 de um bolo para urna criança, e não distribuindo ou dividindo. 
Deste modo, —3 +-1 pode significar dar —3 de um bolo para "meio grupo" e 
4 2 	 4 
verificar quanto ganha 
T grupo  
grupo 







grupo todo terá 2 vezes —3 do 
4 
Como no grupo todo temos dois "meios grupos", 











Para dividir —3 por —2 seguimos pet() mesmo raciocínio. Damos —3 do bolo para —2 
	
4 	 3 	 4 	 3 
	
1 	 3 do grupo. Cada — do grupo ganha a metade de — e o grupo todo ganha 3 vezes esta 
	
3 	 4 
metade. 
a do grupo 
3  






3 3 3 
3_ 2 	 1 	 3_3 
—4 	 = — x — 24
3x-3 = 9 
8 	 —8 
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0 que também pode ser expresso assim: 




_ 2)_ 3(3 x 
- 	 4 
1)_ 3x 
2 4.2 - 4.2 -8 
5.3.2 A divisão com o significado de "quantas vezes cabe" 
Este é um outro significado que podemos dar a divisão por uma fração, e que 
parece bastante mais apropriado do que o significado de distribuir que vimos antes. 
Vejamos, por exemplo, o que significa 1 3 
Podemos começar perguntando: - Quantas vezes — cabe na unidade? Ora, 
3 
justamente por ser — da unidade, cabe 3 vezes nela. 
3 
Para 2 -.-- contamos quantas vezes — cabe em duas unidades: o dobro de vezes 
3 	 3 
que! 
 cabe na unidade, ou seja, 2÷-=2x3=6. 
3 	 3 
Na divisão de fração por fração, seguimos o mesmo raciocínio. 
1 Quantas vezes — cabe em — . Metade das vezes que — cabe na unidade: "meia 
	
3 	 2 	 3 




	 3 Ou seja: —2 ÷-3 =-2 x 3= 2. 
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Usando outro exemplo: -3 ÷-1 . Um terço cabe em três quintos "três vezes um 
5 3 
quinto das vezes que - cabe na unidade", ou seja: 
3 
3 1_, (1 1 
-5+-3-3x -5++3+1x3y_x 
3 3.3 9  
3 	 5 	 3 5 --5 
=-5 . 
E para 	 Como -1 cabe em -3 „-9 de vez", o dobro de - , ou seja, -2  devera  
5 3 	 3 	 5 	 5 	 3 	 3' 
caber a metade das vezes: -1 x-9 = 9 
2 5 10 
Ou seja, 
3_2_1 (3 1_1 1(1 1) 1 1(1 i) 3 3 33 9 
-5 .-3 	 --2 x- -5 ÷-3 =-2 x- -5 x- =-2 x-5 = 25 = 10 
2 Quanto à ação inversa, no caso da 
 diviso  ão de - por -
' 
como significado de 
5 	 3 
3 	 9 2 
"quantas vezes -2 cabem em - 77 
 , temos que -3 + 2 é a ação inversa de 0 x ,¡ e 3 	 5 	 5 
9 2 18 3 
nal 2 o -x--. x9 . Ou seja, —x = = 
3 10 
	 10 3 30 
-g 
5.3.3 0 uso de frações equivalentes 
Uma maneira diferente de compreender a divisão é fazendo uso de frações 
equivalentes, embora este procedimento não leve ao algoritmo, sendo inclusive, em 
alguns casos, de mais dificil compreensão. 
A divisão com o significado de distribuir: 
Por exemplo, —3 ±2.=..÷.2 pode significar distribuir 6 partes em 2 grupos de 3 
4 	 8 
partes, o que resulta em —3 . 8 







=2 Quantas vezes uma parte de quatro cabe em 2 partes de 
2 	 4 4 	 4 
quatro? 2 vezes. 
- 
3
÷ 2 =-3 Quantas vezes 8 partes de quatro cabem em 3 partes de 
4 4 	 4 8 
3 quatro? — de vez. 
8 
0 
=1_ Quantas vezes 10 partes de quinze cabem em 9 partes de 
5 	 3 15 15 	 10 
quinze? —9 de vez. 10 
5.3.4 0 algoritmo 
Da mesma forma como na multiplicação, o algoritmo é a síntese de todos estes 






6 AS FRAÇÕES E OS NÚMEROS DECIMAIS 
Pelo que pude perceber, muitas das dificuldades de operar com números naturais 
advém da falta de compreensão de sua representação no sistema de numeração 
decimal. Aprender a usar e operar com esta representação toma quase todo o 
conteúdo das séries iniciais, quando alguns recursos  didáticos são bastante úteis, 
como o material dourado, por exemplo, que pode ser usado mesmo pelos alunos de 
4a ou 5a séries. 
A representação decimal segue um padrão, de certa forma simples enquanto 
lidamos somente com os números naturais. Iniciamos com as unidades, que 
agrupadas em 10 dão a dezena, que por sua vez, agrupadas em 10 dão a centena, e 
assim por diante. Desta forma, compreendendo o padrão, podemos representar 
quaisquer quantidades inteiras usando os algarismos de 0 a 9. 
claro que podemos, também, representar quaisquer quantidades inteiras em 
outras bases ou em outros sistemas de numeração, como a numeração romana ou 
egípcia. Na base 5, por exemplo, agrupamos as unidades de 5 em 5, usando na 
representação os algarismos de 0 a 4. 
Percebemos, então, que o sistema decimal é uma das formas de representação dos 
números e não uma característica inerente a eles. E isto se confunde justamente 
porque representamos todos os números naturais pelo mesmo padrão, ou seja, 
compreendendo a representação decimal de alguns números naturais, saberemos 
representar todos os outros. Na representação de fi -avies na forma de número 
decimal, o padrão que precisamos estabelecer não é tão evidente como nos números 
naturais e requer um raciocínio mais elaborado. 
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A importância de perceber que o sistema decimal é uma das formas de 
representação dos números surge ao procurarmos compreender os procedimentos 
usados para representar as frações na forma de número decimal. Para mim, aluna da 
licenciatura em 
 matemática, muitos destes procedimentos só tiveram significado 
após os estudos que apresento a seguir, o que me faz refletir sobre o cuidado que 
devo ter ao ensinar estes conteúdos aos alunos do ensino fundamental. 
0 uso da representação decimal das frações é relativamente recente, enquanto que 
as frações já eram usadas pelos babilônios e egípcios por volta do ano 2000 a.C. 
Afirma DOMINGUES (1991,P.180) 
"Na verdade o uso da forma decimal para representar frações, tal 
como — = 0,25, somente começaria a vingar 
 após a publicação, em 
4 
1585, de um pequeno texto de Simon Stevin (1548-1620) intitulado 
De thiende (0 décimo). Embora a essa altura a forma decimal já não 
constituísse uma novidade para os especialistas, esse trabalho de 
Stevin alcançou grande popularidade e conseguiu seu intento, que era 
ensinar a "como efetuar, com facilidade nunca vista, todos os cálculos 
necessários entre os homens, por meio de inteiros sem frações". A 
notação inicialmente usada por Stevin acabou sendo melhorada com o 
emprego da virgula ou do ponto como separatriz decimal, conforme 
sugestão de John Napier (1550-1617), feita em 1617." 
Compreender a representação de frações por números decimais é bastante útil. No 
dia a dia lidamos com medidas — metros, quilogramas, litros — e com o sistema 
monetário, expressos por números decimais (medir o tempo parece resistir). Além do 
que, as operações com estes números são facilitadas pelo uso das calculadoras. Não é 
raro ver alunos que, ao final de unia operação envolvendo frações, transformam o 
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resultado em número decimal, que é a forma como reconhecem o número, mesmo 
sendo as frações representações bem definidas de quantidades ou medidas. 
6.1 A representação das frações no sistema de numeração decimal 
Adotar um sistema de numeração pressupõe a possibilidade de se expressar 
através dele quaisquer quantidades, ou seja, qualquer número. Assim, expressar 
frações por números decimais requer que tenhamos representações para todas as 
frações. 
Por outro lado, seria bom que em um sistema de numeração tivéssemos uma  única 
representação para cada quantidade, para cada número. Como sabemos, as frações 
têm mais de uma representação para as mesmas quantidades — as frações 








- representam o mesmo número —. 
2 
6.1.1 As frações decimais 
Sao frações decimais aquelas nas quais o denominador é uma potência de 10. 
Por exemplo: 
1 	 1 _ i 	 1 _ i 
10 	 10 2 100 	 io 	 woo 
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Como o sistema decimal é posicional, em urn número cada algarismo escrito A. 
esquerda vale 10 vezes a unidade daquele a sua direita. Um exemplo: 
237 = 200 	 +30 
= 2 x 100 	 + 3 x 10 
  
= 2 x(10 x 10)+3 x(10 x 1) + 7 x 1 
Como representar, então, 3 — ? Um décimo da unidade é 10 vezes menor do que 10 
ela. Assim, deve ficar à direita do algarismo 3, separada pela virgula para indicar 
parte da unidade - 3,1. Do mesmo modo 	 = 0,01 pois é 10 vezes menor do que 100 
(ou 0,1) e 	 I  = 0,001 que é 10 vezes menor do que — (ou 0,01). 
10 	 1000 	 100 
Isto se aplica para qualquer fração decimal: 
237 200+30+7 = 20030 7 	 3 7 
+ +—= 2 + —+ — = 2 + 0,3 + 0,07 = 2,37 100 	 100 	 100 100 100 	 10 100 
Outras frações podem ser expressas na forma de fração decimal e, 






2 4 	 15 60 	 6 	 r, 
7 
 =
" 0 35 , 
' 	 25 = 100 = 10 	 " 	 20 100 
Quando ensinamos estes conteúdos na 5' serie do Ensino Fundamental, ou nas 
aulas de reforço, citamos alguns exemplos, sem a intenção de levar o aluno a 
caracterizar as frações que podem ser expressas por frações decimais. Veremos 
porque mais adiante. 
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0 que caracteriza essas frações? 
Para responder esta questão é preciso começar pelo Teorema Fundamental da 
Aritmética: 
"Todo número natural diferente de zero e de um, ou é primo, ou é um produto de 
fatores primos. Além disso esta decomposição é única"  
Assim, 2 e 3 são primos, 4 é igual a 2 x 2, 5 é primo, 6 --  2 x 3, 7 é primo, 
8 = 2 x 2 x 2, 	 9 = 3 x 3, 	 10 = 2 x 5, 	 e assim por diante. 
Ainda, 2 x 2 é a única maneira de expressar 4 como produto de fatores primos, 
sendo 2 x 3 para 6, 23 para 8, 	 3 2 para 9, 	 2 x 5 para 10, e assim por diante. 
As frações decimais tem potências de 10 como denominadores. Decompondo em 
fatores primos teremos: 
10 = 2 . 5 
100 = 102 = 10 . 10 = (2.5) (2.5) = 2.2 . 5.5 = 	 . 52 
1000=  103 = (2.5)3 = 23 .53 
Generalizando, temos que ion  .= (2.5)n = 2".5n. 
Assim, as frações decimais terão como denominadores 211.5', sendo n um número 
nature diferente de zero. 
As frações que podem ser expressas por frações decimais são aquelas que, quando 
reduzidas A. fração irredutível equivalente, so apresentam no denominador potências 
de 2 e/ou potências de 5, podendo, através de frações equivalentes, se transformarem 
















21 .5 1 22.52 100 
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2= 	 = 	 = 
2 	 2 1 .2 	 4 	 15 15 22.15 60 
5 5- 	 2'.51 	 10 	 25 52  = 22 .52 100 
7 	 7 	 5 1 .7 	 7.51 	 35 
20 22 .5 1 	 22 . 5 1 . 5 1 	 2 2 . 5 2  	 100 
6.1.2 As frações não decimais 
Uma fração que, na forma  irredutível, apresenta um denominador que tem algum 
fator primo diferente de 2 e de 5, não pode ser transformada em uma fração decimal, 
já que esse fator primo aparecerá em qualquer fração equivalente A. original. Por 
2 	 21 	 10 2.5 2 
exemplo, — = -2.3 _ - 3 ou 	 = 	
-
. Mas isto não quer dizer que não poderemos 6
35 5.7 7 
expressá-las como números decimais, o que veremos adiante. 
6.1.3 As frações como o resultado da divisão de 2 números naturais ou  divisão 
indicada 
Um dos significados atribuidos As frações é o resultado da divisão de 2 números 
naturais ou a divisão indicada. É com este significado que generalizamos o 
procedimento de transformar frações ern números decimais, tanto para as frações que 
podem ser expressas como frações decimais quanto para as que não podem. Fazemos 
uso da divisão, que já é conhecida para os números naturais, não havendo a 
necessidade de caracterizar as frações em decimais e não decimais. 
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Assim, 2. por exemplo, indica a divisão de 3 por 4. Mas 2.  representa, também, o 
4 	 4 
resultado desta divisão Vamos, então, usar o algoritmo da divisão para obter a 
representação de -3-4  como número decimal. 
Dividindo 3 por 4 obtemos resultado zero e resto 3: 
3 14_ 
O 
Dividimos, então, cada unidade em 10 partes, sendo cada uma delas — da 10 
unidade. Logo, tits unidades serão 30 décimos. Fazemos isto justamente porque 
queremos representar —3 no sistema decimal. Como já vimos, este sistema é decimal 
4 
e posicional, por isso cada algarismo escrito à esquerda vale 10 vezes aquele escrito a 
sua direita. 
Dividimos os 30 décimos por 4 e o resultado será em décimos. Agora sobram 2 
décimos: 
op 4  
décimo) 
Dividimos novamente cada decimo em 10 partes, sendo cada uma delas 	 da 100 






Para —6 o mesmo acontece e como —6 e —3 
8 	 8 	 4 




Usamos no exemplo anterior uma fração 
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são frações equivalentes, o resultado 
que pode ser expressa por fração 
60 
40 
3 75 decimal: = 	 , 
-4 100 
conhecida: 0,75. 
e, portanto, sua expressão como número decimal já era 
Outro exemplo poderia ser a fração — , que, como já vimos, não tem como 
3 
equivalente uma fração decimal. Mas — indica a divisão de 1 por 3 e também o 
3 
resultado desta divisão. Usando o algoritmo da divisão temos: 
10 	 13_ 
1 0 	 0,33... 
10 
1 
Outra notação para o número 0,33... , com uma barra sobre o algarismo que 
se repete. 
Aqui o processo de dividir a unidade em décimos, o décimo em centésimos, o 
centésimo em milésimos é infinito. Temos aqui as dizimas periódicas, que são 
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expressões, em números decimais, das frações que não podem ser expressas como 
frações decimais. são chamadas dizimas por serem a expressão de um número no 
sistema decimal e periódicas por terem um período, um ou mais algarismos que se 
repetem periodicamente. 











Numa divisão os restos são sempre menores que o divisor. Por isso, as 
possibilidades que temos para restos na  divisão por 7 são 0,1,2,3,4,5 e 6. Ora, se o 
resto fosse zero,  teríamos uma divisão exata, como no caso de —3 = 3 ÷4 = 0,75 = 4 
75 	 1 
. Mas não podemos expressar — como fração decimal e, portanto, não teremos 
100 	 7 
uma divisão exata, ou seja, não teremos resto zero na divisão de 1 por 7. Assim, este 
processo de divisão é infinito. Mas não 6 só isso. Como são 6 as possibilidades para 
o resto (1,2,3,4,5,6) e, portanto, finitas, em algum momento estes restos terão de se 
repetir. Consequentemente, os algarismos do quociente também se repetirão, 
formando um período de, no máximo, 6 algarismos, que é o número de 
possibilidades para o resto. No caso de —1 então, o período é o maior possível, o que 
7 
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não acontece com — que tem 2 possibilidades para o resto (1 e 2) mas que tem 
3 
período de 1 algarismo ( 3 ). 
Existem ainda outras frações que são expressas por decimais infinitos, mas não 
somente por algarismos que se repetem. No caso, por exemplo, de —5 , temos como 
6 
expressão decimal 0,833.., na qual o algarismo 8 não faz parte do período. 
Neste caso, como no anterior, o quociente da divisão de 5 por 6 terá, no maxim, 
5 algarismos diferentes, que é o número de possibilidades para o resto na divisão por 
6: 1,2,3,4,5 (excluímos o zero pois a divisão não é exata). Assim, a quantidade de 
algarismos do quociente, que é formada pela quantidade de algarismos da parte não 
periódica mais a quantidade de algarismos do período, também neste caso será menor 
que o divisor. 
A fração —5 não pode ser expressa por uma fração decimal, pois apresenta no 
6 
denominador o fator primo 3 (6 = 2 x 3). Mas apresenta, também, o fator primo 2, o 
que não acontece nos casos anteriores, com — e — 
3 	 7 
Temos, assim, 2 casos de dizimas periódicas: 
- dizimas periódicas simples, nas quais temos somente períodos que se repetem 
infinitamente. 
- dizimas periódicas compostas, nas quais o período é precedido por algarismos 
que não se repetem, ou seja, o período é precedido de uma parte não periódica. 
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Desta forma, a expressão decimal de uma fração — , onde p e q são números 
naturais, ou é finita ( —34 = 0,75) ou é infinita periódica 	 e 	 = = 0,33.. 3 	 —7 
5 0,142857... e 	 = 0,833...). 6 
6.1.4 As frações como resultado de uma medida 
As frações podem representar o resultado de uma medida. Encaremos —3 Wino o 4 
resultado da medida de um segmento, por exemplo. Medir é contar "quantas vezes" a 
unidade cabe neste segmento. Como não cabe um número inteiro de vezes, dividimos 
a unidade em 4 partes — cada uma é —1 e cabe exatamente 4 vezes na unidade. 
4 
Depois contamos quantas destas partes 71.  cabem exatamente no segmento: 3 vezes. 
Assim, o segmento mede —3 da unidade. 4 
Para expressar essa medida no sistema decimal podemos simplesmente usar 
3 75 frações decimais: — = 	 = 0,75. Se o segmento que estava dividido em 4 partes, 4 100 
agora está dividido em 100 partes, as 3 partes de 4 que tínhamos agora são 75 partes 
de 100. 
Mas também podemos usar o algoritmo da divisão (3 ÷ 4 ), não com a idéia de 
3 
"distribuir" 3 unidades para 4 grupos, mas para expressar 4 — de um segmento no 
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sistema decimal. Por que aqui também "funciona" a divisão de 3 por 4? Por que 
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Primeiro achamos frações equivalentes a 2.  e de mesmo denominador: 
4 	 10' 
	
3_30 	 1 	 4 
e 
	
- 40 	 10 = 40 
Em 30 partes de 40, quantos décimos cabem? Mas cada décimo corresponde a 4 
partes de 40. Então a pergunta 6: - Quantas vezes -4 cabem em —3° ? Ou: - Quantas 
40 	 40 
vezes 4 cabe em 30? Dividindo 30 por 4 temos 7 vezes, isto 6, 7 décimos, e sobram 2 
partes de 40. 
O processo se repete: 
220 
40 = 400 
e 
1 _ 4 
100 - 400 
Em 20 partes de 400, quantos centésimos cabem? Agora, cada centésimo 
corresponde a 4 partes de 400. E a pergunta eqüivale a: Quantas vezes —4 
400 
cabem em —20 ? Ou: - Quantas vezes 4 cabe em 20? Dividindo agora 20 por 4 temos 
400 
5 vezes, ou 5 centésimos. 
69 
0 que fizemos foi dividir a unidade primeiro em 10 e depois em 100 partes e 
verificamos que 4 cabe um número inteiro de vezes nestas partes, ou seja, temos um 
múltiplo de 4 que é uma potência de 10: 102 . 
Outra forma de demonstrar o processo acima 6: 
3 30 28 2 28 20 7 	 5 0,7 + 05 = 0,75. 
= 40 = 40 ± 40 40 ± 400 = + = 10 100  
A representação decimal da medida do segmento —3 é 0,75 unidades, a mesma do 
4 
resultado da divisão de 3 por 4, como era de se esperar. 
Podemos fazer o mesmo raciocínio se o resultado da medida do segmento for uma 
fração que não pode ser expressa por fração decimal, por exemplo, — da unidade. 
3 
1 10 	 1 	 3 	 1 	 1 Assim, = —30 e 	 = . Quantas vezes 	 cabe em — eqüivale a perguntar 
	
10 30 	 10 	 3 
quantas vezes —3 cabem em —10 . Quantas vezes 3 cabe no 10? Dividindo 10 por 3 
30 	 30 
temos 3 vezes ou 3 décimos e sobra 1 parte de 30. Repetindo este processo agora 
1 	 10 	 1 	 3 	 3 
	
temos: — =— e — 	 . Agora queremos saber quantos centésimos, ou 
30 300 	 100 300 	 300 
10 
cabem em — . Dividimos novamente 10 por 3 e sobra 1 parte de 300. Este processo 
300 
continua infinitas vezes, porque, por mais que dividamos a unidade em 10, 100, 
1000, ...., partes, 3 não caberá um número inteiro de vezes nestas partes, ou seja, não 
temos múltiplos de 3 que sejam potências de 10. 
0 que fizemos no exemplo acima, pode apresentar-se como: 
1 10 9 1 9 10 9 9 1 3 3 1 
3 30 30 30 30 300 30 300 300 – 10 100 4- 300 
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no qual a Ultima fração poderá continuar a ser decomposta, como as anteriores, 
infinitamente. 
1 	 3 	 3  Podemos expressar, então, –1 da seguinte maneira: – = 	 3 +  	 , cuja 
3 	 3 10 100 1000 
representação em número decimal é 0,333.... ou 0,3, a mesma da divisão de 1 por 3, 
naturalmente. 
Este processo, que justifica a expressão decimal dos resultados de medidas, é feito 
de forma bastante sintética pelo algoritmo da divisão, e o que foi exposto visa 
somente compreender o uso do algoritmo para este fim. 
6.1.5 Considerações sobre o ensino-aprendizagem de dizimas periódicas 
Apesar de tudo o que vimos até agora sobre o uso da divisão para representar 
frações em números decimais, a expressão das dizimas periódicas sempre causam um 
certo desconforto. Como pode uma expressão infinita representar um número? Qual 
o significado desta expressão infinita? Que imagem conceitual um aluno do Ensino 
Fundamental faz de tal expressão? Bem, obtivemos, por exemplo, 0,333... dividindo 
1 por 3, para representar no sistema decimal, à fração –13 , que é um número. Sua 
representação é infinita por uma característica  do sistema que usamos. Como esse 
sistema é decimal, a representação de – seria finita se em – coubesse um número 
3 	 3 
inteiro de potências de —io ' o que não acontece por maior que seja o expoente da 
potência. 
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Uma das atividades que faço com meus alunos, para fixar a relação entre as 
representações dos números racionais, inclusive a porcentagem, é construir um 
segmento- a unidade- sobre um papel quadriculado, com cem divisões agrupadas de 
10 em 10. Partindo desta unidade, marcamos as frações e suas representações em 
decimals e porcentagem. Vejamos um diagrama para ilustrar. 




2 	 ' 
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25 2 100 25% 
Primeiro marcamos as frações  2: 	 —1 e depois as frações –1 ,, dividindo a 
2'4'8'10 	 3'6 9' 
unidade no número de partes correspondentes a cada denominador. 








- A unidade cabe um número inteiro de vezes neste  pedaço 
4 
- Não. Então escrevemos: Q. .  Como queremos um número decimal, dividimos a 
unidade em 10 partes. 
72 
1 
- Quantas dessas 10 partes cabem um número inteiro de vezes neste pedaço 
Contamos: 2 partes, que são 2 décimos, e escrevemos: 0, 
- Mas sobra um pedaço menor que 10-- . Então dividimos o décimo em 10 partes, 
que agora são centésimos. 
- Quantos desses centésimos cabem neste pedaço que falta para completar —4 ? 
Contamos: 5 pedaços, que são 5 centésimos e escrevemos: 0,05. 
- Assim, — e 0,25 representam a mesma medida, ou seja, o mesmo número.  
4 
Neste momento podemos mostrar, também, que 1 dividido por 4 é igual a 0,25. 
Mas, dependendo da forma como usamos o algoritmo da divisão, podemos confundir 
os alunos. Vejamos porque. 
10 	 1 4  
20  
t0 	 k--- centésimos décimos 
Dez décimos divididos por 4 resulta em 2 décimos e sobram 2 décimos, que são 
20 centésimos, que divididos por 4 resulta em 5 centésimos. Assim, confirmamos o 
que fizemos antes, medindo o segmento!  
4 
Mas o segmento que sobrou ao contarmos os décimos (ver diagrama) não 
representa 2 décimos e sim metade de 	 —1 que transformado em centésimos são 10 ' 10 
10 
cuja metade é —5 ou 0, 0 5 . Como vimos anteriormente, para expressar como 100 ' 	 100 ' 
73 
número decimal uma fração que representa o resultado de uma medida, a  divisão de 









, no qual o resto 2 representa —2 e não 2 décimos. 
4 40 40 40 
	 40 
Assim, 8 2 _ 0 2 
40 10 
	  =0,05 , sendo = 0,25. 2 20 	 5 e 
40 --- 400 = 100 	 4 
Estas duas formas de chegar à representação decimal de — seguem raciocínios 
4 
diferentes e é preciso ter muito cuidado para não confundi-los. E claro que este 
último raciocínio não está ao alcance dos alunos, nem tampouco é necessário que se 
faça compreender. E, suficiente mostrarmos, através do diagrama, que estamos 
contando décimos, centésimos, etc., e que a expressão decimal para — também 
4 
pode ser obtida pela divisão de 1 por 4, sendo que estes dois modos de expressar 
4 
como 0,25 têm significados diferentes. 
6.2 A transformação de números decimais em frações 
6.2.1 Números com representação decimal finita 
Sao os números racionais que representam 
 frações decimais. Para transformá-los 
novamente em frações basta a leitura destes números, escrevendo-os na forma de 
fração. Por exemplo: 
0,5 le-se 5 décimos, e escreve-se —5 . 
3,25 lê-se 3 inteiros e 25 centésimos, e escreve-se 3 -25 = 3 —1 
100 	 4 
Na prática, a fração teri como numerador o próprio número, sem a virgula, e 
como denominador o número formado do algarismo 1 seguido de tantos zeros quanto 
forem as casa decimais (algarismos após a virgula). Por exemplo: 
325 300 25 	 25 3,25 = 	 = +--= 3 	 =3!  100 100 100 	 100 	 4 
6.2.2 Dizimas periódicas 
São os números racionais cuja representação decimal é infinita e periódica. 
Obtivemos alguns destes números quando representamos frações não decimais em 
números decimais, através da divisão do numerador pelo denominador. 
Supondo, então, que dizimas periódicas são representações decimais de frações, 
queremos agora, a partir desta expressão decimal, encontrar a fração que a originou. 
Tomemos, por exemplo, uma dizima periódica simples, como 0,31.., que 
obtivemos a partir da fração , dividindo 1 por 3. 
3 
A fração que procuramos tem o mesmo valor de 0,331., ou de  
10 100 1000 
Vamos chamá-la de x: 
x = 0,333... 
Tomando 10 vezes esta fração teremos, também, 10 x 0,333... 
10x= 10x 0,333... 
10 x 3,33... 
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O algarismo 3 se repete infinitamente, então podemos escrever 10x como 3,333.., 
e 	 10 x= 3,333... 
Subtraindo uma vez a fração, que é igual a 0,333_, 
10 x — 1 x= 3,333... - 0,331.. 
Teremos somente 3 inteiros, o que é igual a 9 vezes a fração: 
9x =3. 
Então, a fração vale x = 
9 3 
0 que foi feito no exemplo acima pode ser generalizado para uma dizima 
periódica qualquer. Partimos, então, da suposição de que uma dizima periódica 
representa uma fração, e obtemos uma fração cuja representação decimal é a dizima 
com a qual começamos, o que mostra que nossa suposição estava certa. 
A esta fração que resulta de um decimal periódico chamamos de geratriz da 
dizima periódica. 
Vejamos, agora, outros exemplos. 
Qual a geratriz de 0,2727...? 
Aqui o período tem 2 algarismos. Assim, tomamos 100 vezes a fração que 
chamamos de x: 
x = 0,2727... 
100 x = 27,272T.. 
100 x 1 x = 27,2727... — 0,2727... 




Neste processo, multiplicamos a fração o número de vezes necessário para 
transformar o período em um número inteiro. No caso de 0,345345... faríamos 1000 
x = 345,345345.... 
A regra diz que a geratriz de dizimas periódicas simples é obtida usando-se o 
período como numerador, sendo o denominador composto de tantos noves quantos 
forem os algarismos do período. Para nossos exemplos: 
27 3 	 45 23 0,333... 	 3 = 1 , 0,2727 = 	 = 	 e 0,345345... = 3 
 = 9 - - 3 	 99 11 
	 999 111 
Seguindo o raciocínio do caso anterior, vamos achar a geratriz de dizimas 
periódicas compostas, tomando como exemplo 0,833.. ou 
A fração é igual a 0,833... 
8 	 3 	 3 
10 -I- 100 ± 1000 ± 
x = 0,833... 
Multiplicamos por 10 para que a parte não periódica tome-se inteiro: 
10 x = 8,333... 
Multiplicamos novamente por 10 para que o período torne-se inteiro: 
100 x 83,333... 
Poderíamos agora, como no exemplo anterior, subtrair 1 vez a fração das 100 
vezes que temos agora: 	 100 x - 1 x = 83,333... — 0,833... 
99 x = 82,5 
Mas é mais conveniente trabalharmos com inteiros. Então, ao invés de 
subtrairmos 1 vez a fração, subtraímos 10 vezes a fração: 
100 x - 10 x =83,333... — 8,333... 
90x = 83 - 8 
83-8 75 5 
x =-- 	  
90 	 90 6 
A regra é a seguinte: torna-se como numerador a parte não periódica unida com 
um período, e subtrai-se deste número a parte não periódica. Como denominador 
escreve-se tantos noves quantos forem os algarismos do  período, seguidos de tantos 
zeros quantos forem os algarismos da parte não periódica. Isto foi exatamente o que 
fizemos na última linha do cálculo acima. 
6.2.3 Outras considerações sobre o ensino-aprendizagem de dizimas periódicas 
Refletindo sobre meu próprio processo de aprendizagem, mesmo como aluna da 
licenciatura em 
 matemática, vejo o quanto a imagem conceitual que eu tinha de 
expressões decimais infinitas, periódicas ou não, eram contraditórias ao conceito de 
número. A idéia de expressões decimais representadas por infinitos algarismos 
confundia-se, num equivoco, com a idéia de infinito — algo muito, muito distante, 
inatingível. E isso é contraditório ao conceito de número, da  expressão de 
quantidades, de medidas, representadas através de decimais  infinitos. Muito refleti e 
muitas conversas tive com minha professora orientadora até desfazer esta  imagem 
equivocada, para depois  reformulá-la com mais fundamento. 
0 que ensinar, então, para os alunos do ensino fundamental? Muitas vezes já 
dificil que reconheçam que uma fração, que é expressa pela razão entre dois inteiros, 
representa um número. 0 que se pode pensar, então, sobre os significados de 
representações infinitas? Quando medimos uma sala ou pesamos batatas, por 
exemplo, não usamos representações infinitas, mesmo que elas sejam a representação 
77 
78 
verdadeira destas quantidades. 0 que representa 0,00033.. metros na medida de uma 
sala de aula? Por mais que desejemos que os alunos construam o conhecimento, é 
sempre preciso considerar a relação entre a complexidade e a utilização dos 
conteúdos, tendo como parâmetro a compreensão dos alunos sobre estes temas. 
6.3 Sobre a representação  única dos números no sistema decimal 
Um caso de compreensão mais dificil se apresenta para dizimas periódicas de 
período 9. Mesmo conhecendo progressões geométricas, limites e seqüências, tive 
dificuldade em aceitar que 0,99.. e 1 representam o mesmo número. 
Vejamos o que acontece quando calculamos a geratriz da dizima periódica 0,99...: 
x= 0,99.. 
10 x = 9,99.. 
10 x – 1 x = 9,99... – 0,99... 
9 x = 9 
9 
x= 	 1 9 
Aqui temos duas representações para a unidade: 1 e 0,99... 
Um argumento informal pode tornar mais aceitável este fato. Tomamos como 
exemplo as frações mais simples, isto 6, de denominadores de 2 a 9. 
- Se –1 = —5 
2 	 10 
= 0,5 então 1 2 x – = 
2 
2 x 0,5 e 2 – = 1 
2 
0. 
1 	 – 1 	 2 	 .- 
- Se – 0 3 então 2 x = 	 2 x 0,3 e 	 =(:)  
3 	 3 	 3 
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e seguindo este raciocínio 
	
3 	 3 
3x —
1
=3x0,j- e 	 — =09 	 mas
— 
é igual a 1. 
3 	 3 	 3 







acontece o mesmo que para —
, 
pois são aquelas que 
45 	 8  
podem ser expressas por frações decimais: 
1=025 0,25 então 4 x 1 — = 4 x 0,25 e  
4 	 4 	 4 
1 	 1 
=0
, 
então x — 
— 
5 x 0,2 	 e -= 1 
5 	 5 	 5 
8 !=0125 outdo 8 x 1 — = 8 x 0,125 e  
	
8 	 8 
I. Para as frações —
' 
---e — acontece o mesmo que para 3—, pois são aquelas que não 67 9  
podem ser expressas por frações decimais: 
1 =016 1 então 	 6 x =6 x 0,1-6- 	 e 	 6 =0,-9=1. 
6 	 6 	 6 
7 	 — !o142857 então 	 7x 1  =7x0,142857 e — =0,9 =1. 
7 	 7 	 7 
-1=oi então 	 9 x = 9 x 0,1 e 9 	 — = 0 9 =.1 
9 	 9 	 9 
Do mesmo modo 2,999.. = 3 e 0,826999...= 0,827 e para qualquer  dízima de 
período 9. 
Portanto, para que tenhamos uma  única representação para cada número devemos 
considerar para as frações, as frações irredutíveis, e para as dizimas periódicas, as de 
período diferente de 9, 
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JA vimos o quanto é útil representarmos os números no sistema decimal. Por isso, 
mesmo sendo de compreensão mais dificil, é necessário usarmos expressões 
decimais infinitas — as dizimas periódicas — para representarmos certas frações. Ora, 
existe uma expressão finita, e por isso mais simples, para as dizimas de período 9. 
Então, não há sentido em utilizarmos estas dizimas com alunos do Ensino 
Fundamental. Mais tarde, com mais maturidade, poderão compreender melhor o 
significado de expressões decimais infinitas. 
81 
7 OS NÚMEROS RACIONAIS E A RETA NUMÉRICA 
Racional, do latim, significa divisão. Assim, o número racional é aquele que pode 
ser obtido a partir da razão ou divisão entre 2 números inteiros: são as frações, que 
representamos na forma —P , comp e q inteiros, e sua representação decimal. 
De forma bastante simples, podemos dizer que enquanto os números naturais são 
usados para contar, os números racionais são usados para medir e comparar. A 
divisão é uma ação que surge da necessidade de medir e comparar grandezas, em 
relação a uma certa unidade. 
A representação dos números numa reta também pode dar outra dimensão da 
diferença entre os números naturais e racionais. 
0 	
-3- 2 71. 
1 	 1 	 3 2 
A partir de uma origem — o zero — tomamos uma unidade, e com ela contamos: 2 
unidades, 3 unidades, que vem uma  após a outra, à distâncias iguais, dando a 
ideia de irmos em direção ao infinito. Estamos representando os números naturais. 























etc., depois as frações 
de denominador 4, 5, 6, etc. Podemos imaginar marcadas, entre zero e um, por 
82 
exemplo, todas as frações de denominador 100 até 1-00 . E depois ainda todas as que 100 
pudermos imaginar até —n 
Assim, podemos ver que existem infinitas frações entre duas quaisquer. 
Também não faz sentido perguntar: - Qual é a primeira fração depois de, por 
72 72 720 	 73 730  
exemplo 	 ? Seri 73 a - ? Mas 	 = — e 	 - 	  Então a fração seguinte 100 	 100 	 100 1000 	 100 1000 
721 	 7211  
seria 	 ? Ou seria 	 ? Qualquer que seja a candidata, sempre acharemos 1000 	 10.000 
outra mais próxima. 
Com a representação dos números racionais na reta, nosso olhar, que 
acompanhando os números naturals dirigia-se ao  infinito distante, dirige-se agora a 
um outro "tipo" de infinito. Delimitando nosso olhar ao "pequeno" intervalo entre 
zero e um, deparamo-nos com um infinito de pequenas partes, sendo cada uma delas, 
novamente, outro "pequeno" intervalo de in finitas partes. 
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8 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
0 principal objetivo deste trabalho foi a compreensão das frações, com o 
estabelecimento das relações entre alguns significados (usos, aplicações e 
representações) e os conceitos matemáticos (definições, propriedades, operações). 
Como o ensino de frações é bastante presente em minhas atividades como 
professora, pude refletir sobre estas questões enquanto estudava, revendo conceitos e 
posturas, colocando-me no papel de professor como mediador na  compreensão das 
relações entre significados e conceitos. 
No que se refere aos números decimais, mais precisamente sobre dizimas 
periódicas, as reflexões se deram principalmente sobre os conceitos que eu mesma ji 
possuía, pois trata-se de assunto bastante complexo para alunos do ensino 
fundamental. 
Uma abordagem destes temas sob o ponto de vista pedagógico, como proposta de 
ensino que considere contexto e indivíduo, pode ser um próximo estudo. 
Como era de esperar, procurar respostas gera mais questionamentos. Estou muito 
satisfeita de ter estudado estes temas, mas também tenho certeza que muito ainda hi 
para aprender. Não só como professor, mas também como Ser Humano. 
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